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SEINEM  VEREHRTEN  LEHRER 

Herr¥  Prof.  Dr.  M.  PASCH 

IN  DANKBARKEIT  GEWIDMET 


VOM  VERFASSER. 


I.  Einleitung. 


Im  95.  Bande  von  Grelles  Journal  (1887)  behandelt  Herr  Rosanes 
u.  a.  folgende  Frage: 

Wann  lassen  sich  drei  bilineare  ternäre  Formen 

3 

3 

/,  i  =  1 
3 

f"{x,y)=  ^  CikXif/k 

i,k  =  l 

durch  eine  und  dieselbe  Substitution: 


3 

yk  =  ^Pkini 

1=1 


gleichzeitig  in  symmetrische  überführen  V 

Er 
Variante 


Er  erhält  als   Bedingung   das  Verschwinden   der   folgenden   In- 


D- 


0 

0 

0 

—  «31 

—  «32 

«33 

«21 

0 

0 

0 

-K 

-^32 

—  ^33 

K 

0 

0 

0 

^31 

^32 

^33 

C-21 

«31 

«32 

«33 

0 

0 

0 

—  «11 

^31 

^32 

i^38 

0 

0 

0 

-K 

^31 

^32 

^33 

0 

0 

0 

~  Cn 

-•«21 

—  «22    - 

-«23 

«u 

«12 

«13 

0 

^21 

-  h.     - 

-    ^23 

&11 

^12 

^3 

0 

—  C,^ 

—  ^22    - 

""  ^23 

^1 

^12 

^13 

0 

«22 

«23 

&22 

^23 

^22 

^23 

—  «12 

—  «13 

-&12 

-&13 

—  CV2 

^13 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Diese  Bedingung  ist  notwendig,  aber  nicht  hinreichend,  da  die 

DD  D  /  / 

Substitutionsdeterminante 


I.   Einleitung. 


Äl 

Pn    Pn 

2>21 

Ä2      P-23 

Psi 

PS2      A3 

=  p 


von  Null  verschieden  sein  mufs.  Die  p^  haben  nun  gewisse  neun 
Gleichungen  zu  erfüllen.  Es  lassen  sich  aber  leicht  Fälle  angeben, 
wo  alle  möglichen  p,k,  die  diese  Gleichungen  erfüllen,  keine  von  Null 
verschiedene   Determinante   haben.     Ich   führe    hier   ein   Beispiel   an, 


wo  sich  dies  sehr  deutlich  zeigt: 


f{x,y)  =  x^^aikyk 


i 


[^  +  «U?>12^13  +  0*)]. 

Hier  ist  es  nicht  möglich,  eine  von  Null  verschiedene  Determinante  P 
herzustellen,  da  alle  pii^  ^ud  2^13  verschwinden  müssen.  Denn  die 
sechs  Gleichungen: 

«lli^is  +  «12^^23  +  «131^33  ==  ^ 
hlPlS  +  ^121^23  +  ^3i'33  =  0 
CnPvä  +  ^12  2^23  +  Cl3i^33  =  0 
«lli^l2  +  »12i^22  +  (^nPs'2  =  0 
^11^2  +  K  ^22  +  ^13Ä2  =  0 

^nPi2  ~r  ''i2i'22  ~r  ^13 1^32  ^^  '-' 

•  können  nur  dann  erfüllt  werden,  wenn  alle  2hz  und  alle  pi^  ver- 
schwinden. 

Mit  demselben  Gegenstande  beschäftigt  sich  Herr  Igel,  Monats- 
hefte f.  Math.  u.  Phys.,  V.  Jahrg.  1^84. 

Herr  Igel  sucht  zunächst  die  Bedingung,  welche  erfüllt  sein  mufs, 
damit  die  drei  Formen  durch  die  Substitution 

3 

i  —  i 

gleichzeitig  in  symmetrische  transformiert  werden  können.  Nun  macht 
Herr  Igel  folgenden  Schlufs: 


*)  Selbst  wenn  _^  +  (hi^'i»^!»   ^"f  die  zweite  Stufe  herabsinkt,   ist  noch 
kein  P  möglich,  das  von  Null  verschieden  ist. 


I.   Einleitung.  7 

Wenn  D  verschwindet,  so  kann  ich  die  drei  Formen  durch 
lineare  Substitution  für  die  y  in  symmetrische  überführen.  Kann  ich 
aber  drei  Formen  in  symmetrische  ver^-andebi  durch  lineare  Trans- 
formation der  einen  Reihe  von  Yariabeln,  so  kann  ich  stets  dasselbe 
erreichen  durch  lineare  Transformation  der  andern  Reihe.  Fol^rlich 
mufs  ich  im  vorliegenden  Falle  die  Formen  auch  durch  lineare  Trans- 
formation der  X  symmetrisch  machen  können,  d.  h.  auch  eine  -weitere 
Invariante  E  verschwindet.  —  So  kommt  er  zu  dem  interessanten 
Resultat:  Das  Verschwinden  von  I)  bedingt  das  Verschwinden  von  E, 
und  umgekehrt. 

Dieses  Resultat  ist,  wie  ich  zeigen  werde,  vollkommen  richtig, 
doch  ist  durch  die  von  Herrn  Igel  gegebene  Beweisführung  folgende 
Möglichkeit  nicht  ausgeschlossen: 

D  ist  gleich  Null,  aber  alle  x^ik  bilden  verschwindende  Deter- 
minanten P.  Ist  nun  E  von  Xull  verschieden,  so  kann  mau  in  Über- 
einstimmung mit  dem  oben  erwähnten  Satze  weder  durch  Trans- 
formation der  X,  noch  durch  Transformation  der  y  Symmetrie  erzeugen. 
Das  Verschwinden  von  D  braucht  somit  noch  nicht  das  Verschwinden 
von  E  zu  bedingen. 

Im  weiteren  Verlauf  seiner  Untersuchungen  multipliciert  Herr 
Igel  die  Determinante  D  mit  ^^,  wobei  z/  eine  Determinante  dritten 
Grades  bedeutet.  Dann  untersucht  er  die  Bedingung,  welche  erfüllt 
sein  mufs,  damit  D  •  z/^  schief- symmetrisch  wird.  Er  erhält  als  Re- 
sultat, dafs  alsdann  die  folgende  Invariante  verschwinden  mufs: 


F= 


0 

0 

0 

—  Cii 

—  q, 

^13 

^11 

h. 

^13 

0 

0 

0 

—  c-n 

^22 

^23 

hl 

h-2 

^23 

0 

0 

0 

^31 

^32 

^33 

hl 

ht 

^33 

Cii 

^12 

^13 

0 

0 

0 

—  «11 

—   «12 

—  »13 

c-oi 

^22 

^23 

0 

0 

0 

—  «21 

—  «22 

—  »23 

^31 

^32 

^33 

0 

0 

0 

—  «31 

—  «32 

—  «33 

-&u 

-h-2 

—  ^13 

«11 

«12 

«13 

0 

0 

0 

-K 

—  h2 

—  ^23 

«21 

«22 

«23 

0 

0 

0 

—  hl 

—  hi 

—  ^33 

«31 

«32 

«33 

0 

0 

0 

Damit  endlich  E  ■  ^^  schief- symmetrisch  wird,  mufs  die  In- 
variante G  verschwinden,  die  man  aus  F  ebenso  erhält,  wie  E  aus  D. 
(Ich  will  hierzu  bemerken,  dafs  auch  umgekehrt  D  =  0  die  Be- 
dingung dafür  ist,  dafs  F  ■ /i'^  schief- symmetrisch  wird,  ebenso  E  =  0 
dafür,  dafs  G  ■  A^  die  gleiche  Eigenschaft  erhält.) 
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I.    Einleituncf. 


Hieraus  zieht  nun  Herr  Igel  folgende  Schlüsse:  Wenn  F  ver- 
schwindet, so  wird  die  Determinante  Bzl^  schief- symmetrisch,  ver- 
schwindet also,  da  sie  von  ungeradem  Grade  ist.  Daraus  folgt: 
Wenn  F  gleich  Null  wird,  so  wird  auch  D  gleich  Null.  In  gleicher 
Weise  gelangt  er  zu  dem  Resultat:  Wenn  G  verschwindet,  dann  ver- 
schwindet auch  E. 

Dieses  Verfahren  kann  man  auch  anwenden,  um  das  gleichzeitige 
Verschwinden  von  B  und  E  im  Sinne  der  Igelschen  Abhandlung  zu 
beweisen.  Man  braucht  nur  die  Multiplikation  von  B  mit  ^^  so 
auszuführen,  dafs  man  Spalte  mit  Spalte  komponiert.  Untersucht 
man  nun  die  Bedingung  für  das  Zustandekommen  der  schiefen  Sym- 
metrie, so  ergiebt  sich  E  =  0. 

Bei  diesen  Schlüssen  ist  jedoch  zu  berücksichtigen,  dafs  sie  zu 
o-elten  aufhören,  wenn  z/  verschwindet.  Wohl  deshalb  erklärt  der 
Verfasser  es  für  wünschenswert,  dafs  die  erwähnten  Zusammenhänge 
direkt  bewiesen  würden. 

Diesen  direkten  Beweis  werde  ich  nun  in  der  That  führen.  Ehe 
ich  mich  aber  dazu  wende,  will  ich  die  vier  Invarianten  B,  E,  F 
und  G  einheitlich  definieren.  So,  wie  sie  von  Herrn  Igel  eingeführt 
sind,  kann  man  F  und  G  nur  auf  der  Grundlage  von  B  und  E  de- 
finieren, nicht  aber  mit  Bezug  auf  die  Formen  f,  f  und  f"  selbst. 
Damit  ich  aber  die  vier  Invarianten  als  gleichberechtigte  darstellen 
kann,  mufs  ich  auf  die  trilineare  Form  eingehen  und  die  Bedingungen 
untersuchen,  die  zu  erfüllen  sind,  damit  dieselbe  durch  lineare  Trans- 
formation einer  Reihe  von  Variabein  teilweise  symmetrisch  wird 
(d.  h.  in  zwei  Reihen  von  Variabein). 

Ich  bilde  die  folgende  Summe: 

^i/"  +  ^2r  +  hf"  =  ^1  ^  aikXiyk  + 

v",  fc  =  1 
3  3 

+  ^2  ^  ^IJcXilJk  +  -^3  ^  CikXiyk. 
i,  k  =  l  i,k  =  l 

Bezeichne  ich  noch 

(lik  =  O'ikl, 

Ojk  =^  0',ik2, 

Cik  =  Q'ikz , 
so  wird 

^if-\-  ^2f'  -\-  hf"  =  ^  aikiXitjkZi. 

i,  k,l  =  l 


I.   Einleitung. 
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Wenn  .nun  durch  lineare  Transformation  der  x,  bezw.  y,  das 
System  der  drei  bilinearen  Formen  symmetrisch  wird  in  |j  y,  bezw. 
in  X,  T],  so  wird  auch  die  trilineare  Form,  zu  der  wir  eben  gelangt 
sind,  teilweise  symmetrisch,  nämlich  ebenfalls  in  |,  y,  bezw,  x,  rj. 

Wie  wir  gesehen  haben,  sind  E  ^  0,  bezw.  D  =  0  die  not- 
wendigen (aber  nicht  hinreichenden)  Bedingungen  dafür,  dafs  diese 
Symmetrie  herstellbar  ist.     Ich  führe  noch  die  Bezeichnung  ein: 

D  =  !>.,,,.  =  A.3, 
Nun  erkennen  wir  leicht  folgenden  Zusammenhang: 


-t-'x,  tj,  :  -^123 


Ai2  =  0 


321  ^ 

-ö,,u-  =  A3i  =  o 


Bedingung  für  Symmetrie  in  Xj  r], 

V  n  }>  }>    !/ }  ^ ) 

'>  7>  ;>  ?;     "^ ;   fe  > 

V  n                }}  j)    '^}   V} 
;;  V                 }}  )J    y )    i} 

V  }f  )}  ;>    -^  >   S  • 


Setze  ich 


I 


ai/ciXiyk2i 


-2'^" 


k^i^iyk: 


so  ist  leicht  ersichtlich,  dafs  ich  D^^^  ^^s  D^^.,  einfach  dadurch  er- 
halte, dafs  ich  überall  aiki  durch  Äiki  ersetze.  Setze  ich  alsdann 
wieder  für  jedes  Äuk  seinen  Wert  ani  ein  und  für  a/ki  endlich 
(lik,  l>ik,  Ca,  je  nachdem  i  =  1,  2,  3  ist,  so  erhalte  ich: 


0 

0 

0 

-Ca 

—    Coi 

^^31 

&11 

K, 

^i 

0 

0 

0 

Cj2 

C22 

^32 

\, 

h,. 

k 

0 

0 

0 

^13 

^23 

^33 

hz 

hs 

k 

Cu 

C.31 

C31 

0 

0 

0 

—  «U 

—  «21 

—  «^ 

-^312  

Cl2 

C,22 

<^32 

0 

0 

0 

—  «12 

—  a22 

—  «; 

^13 

^23 

^33 

0 

0 

0 

-«13 

-«23 

—  «: 

-K 

-&21 

-h^ 

«u 

«21 

«31 

0 

0 

0 

-K 

-h. 

-K2 

%2 

«22 

«32 

0 

0 

0 

-K. 

-h. 

—  K 

«13 

«23 

«33 

0 

0 

0 

'32 


33 


Dies  ist  die  von  Herrn  Igel  mit  G  bezeichnete  Invariante.   Führt 
mau  in  Dg^g  dieselben  Umformungen  aus,  so  erhält  man  D.^^v    -^Iso: 
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B. 


321 


0 
0 
0 

«31 

«33 


0 
0 
0 

K 
K 


^33 
^21 


I.   Einleitung. 
—  a.„    —  h 


—  «32 
«33 
0 

0 
0 
«11 


31  '^Sl 

^32  ^^32 


a,. 


K 


K 


K   —Cn 


«22  ^22  ^2 


a 


12 


■^23 


«21 

«22 

«23 
-«11 

-  Cl^.2  0^2  ^^12 

-«13    —  ^3     —  <^13 

0  0  0 
0  0  0 
0         0  0 


Dies  ist  wieder  die  Determinante  D^gs  =^  -^7  ^^^^  ™i^  ^®^  entgegen- 
gesetzten Vorzeielien. 

In  der  gleichen  Weise  kann  man  die  Invarianten  D231  und  D^gg 
darstellen,  und  es  ergeben  sieh  die  folgenden  Werte: 


I         ö 

0 

0 

—  «13 

—  ^13 

—  Cl3 

«12 

^12 

^12 

0 

0 

0 

—  «23 

—  ^23 

'^23 

«22 

^22 

^^22 

0 

0 

0 

«33 

-h, 

^33 

«32 

^32 

^32 

«13 

^13 

^13 

0 

0 

0 

—  «11 

-&11 

—  Cii 

-^231  

«23 

^23 

^23 

0 

0 

0 

«21 

—  ^21 

<^21 

«33 

^33 

^33 

0 

0 

0 

—  «31 

—  ^31 

^31 

—  «12 

^12 

^12 

«11 

&11 

Cii 

0 

0 

0 

«22 

-h,. 

'        ^^22 

«21 

h. 

C21 

0 

0 

0 

—  «32 

—  ^32 

^32 

«31 

K 

^31 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

—  hi    - 

—  Cn 

~  ^13 

&11 

^12 

^^13 

0 

0 

0 

^21    - 

C22   ' 

—  ^23 

&21 

&22 

^^23 

0 

0 

0 

^31 

~  ^32 

-C33 

^31 

^32 

^33 

Cii 

^12 

Cl3 

0 

0 

0 

—  «11 

—  «12 

—  «13 

A32  = 

^21 

^'22 

^23 

0 

0 

0 

—  «21 

«22 

—  «23 

^31 

^32 

^33 

0 

0 

0 

—  «31 

'  «32 

«33 

-^11    - 

-^12    - 

-^3 

«11 

«12 

«13 

0 

0 

0 

—  ^21    - 

-K  - 

-^23 

«21 

«22 

«23 

0 

0 

0 

—  ^31     - 

-^32    - 

-^33 

«31 

6vo9 

«33 

0 

0 

0 

Man  erkennt,  dafs  Dggi  :=  —  B^_^^  =  —  E  und  D132  =  F  ist.  So 
erhalten  wir  nicht  sechs,  sondern  nur  drei  verschiedene  Invarianten, 
denn  auch  F  und  G  lassen  sich  leicht  in  einander  überführen  und 
unterscheiden  sich  nur  durch  das  Vorzeichen. 


n.  Beziehungen  zwischen  den  auftretenden  Invarianten. 
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Nun  will  ich  untersuchen,  welcher  Zusammenhang  zwischen 
diesen  drei  Invarianten  besteht.  Ich  werde  zunächst  beweisen  —  und 
zwar  auf  direktem  Wege  —  dafs  D  -\-  E  ^0  ist.  Daraus  wird  sich 
alsdann  sofort  ableiten  lassen,  dafs  E  ^  F  ist. 


IL  Beziehungen  zwischen  den  auftretenden  Invarianten. 


Ich  entwickele  die  beiden  Determinanten  D  und  E  nach  dem 
Laplaceschen  Zerlegungstheorem  nach  drei  Systemen  von  je  drei 
Zeilen.  Dabei  ergeben  sich  54  Produkte  aus  je  drei  Subdeterminanten 
dritten  Grades.  (Eigentlich  sind  es  56,  aber  zwei  davon  heben 
sich  fort.) 

Clik 

Der  Kürze   halber  bezeichne   ich  die   Spalte  &a   einfach  mit  ik. 

Cik 

Um  das  Vorzeichen  der  einzelnen  Produkte  zu  ermitteln,  stelle  ich 
die  ihnen  entsprechenden  Substitutionen  in  einer  Tabelle  zusammen 
und  gebe  zu  jeder  den  gehörigen  Modul  an: 

Mod.  Mod. 


1) 

457 

891 

236  ( 

+) 

18; 

469 

783 

125 

(-) 

2^ 

457 

892 

136  ( 

-) 

19; 

478 

928 

561 

(+) 

3) 

457 

893 

126  ( 

+) 

20; 

478 

913 

562 

(-) 

4) 

458 

791 

236  ( 

-) 

21; 

478 

912 

563 

(+) 

5) 

458 

792 

136  ( 

.+) 

22; 

)  479 

823 

561 

(-) 

6^ 

458 

793 

126  ( 

:-) 

23; 

)  479 

813 

562 

(+) 

^^ 

459 

781 

236  ( 

:+) 

24; 

)  479 

812 

563 

(-) 

8^ 

459 

782 

136  ( 

-) 

25; 

489 

723 

561 

(+) 

9: 

459 

783 

126  ( 

:+; 

2<o] 

489 

713 

562 

(-) 

n 

467 

891 

235  ( 

-) 

27; 

)  489 

712 

563 

(+) 

ii: 

467 

892 

135  ( 

;+) 

28; 

)  567 

891 

234 

1+) 

\2] 

467 

893 

125  ( 

:-) 

29; 

)  567 

892 

134 

(-) 

13: 

468 

791 

235  ( 

:+) 

30; 

)  567 

893 

124 

(+) 

14; 

468 

792 

135  ( 

-) 

31; 

)  568 

791 

234 

(-) 

15; 

)  468 

793 

125 

:+) 

32; 

)  568 

792 

134 

(+; 

16; 

)  469 

781 

235  ( 

:-) 

33; 

)  568 

793 

124 

(-) 

17; 

)  469 

782 

135  ( 

:+) 

34; 

)  569 

781 

234 

(+) 

12 


II.   Beziehungen  zwischen  den  auftretenden  Invarianten. 


35) 

569 

782 

134 

(-) 

45) 

589 

127 

463 

(-) 

36) 

569 

783 

124 

(+) 

46) 

678 

912 

345 

(+) 

37) 

578 

239 

461 

(-) 

47) 

678 

913 

245 

(-) 

38) 

578 

139 

462 

(+) 

48) 

678 

923 

145 

(+) 

39) 

578 

129 

463 

(-) 

49) 

679 

812 

345 

(-) 

40) 

579 

238 

461 

(+) 

50) 

679 

813 

245 

(+) 

41) 

579 

138 

462 

(-) 

51) 

679 

823 

145 

(-) 

42) 

579 

128 

463 

(+) 

52) 

689 

712 

345 

(+) 

43) 

589 

237 

461 

(-) 

53) 

689 

713 

245 

(-) 

44) 

589 

137 

462 

(+) 

54) 

689 

723 

145 

(+) 

Dazu  kommt  noch  456  789  123  und  789  123  456;  man  sieht 
aber  leicht,  dafs  die  beiden  Produkte,  denen  diese  Substitutionen  ent- 
sprechen, sich  fortheben. 

Die  aus  D  entnommenen  Produkte  bezeichne  ich  mit  dy.,  wo  A 
die  Nummer  in  der  obigen  Tabelle  bedeutet;  in  gleicher  Weise  be- 
zeichnet C/.  ein  Produkt  aus  E. 

Ich  suche  nun  zunächst  in  beiden  Determinanten  diejenigen  Pro- 
dukte, in  denen  die  Spalten  mit  den  Indices  12  und  23  nicht  auf- 
treten, die  also  allein  zurückbleiben,  wenn  die  Elemente  dieser  Spalten 
sämtlich  gleich  Null  gesetzt  werden.  Es  sind  dies  nur  vier  Produkte 
in  jeder  der  beiden  Determinanten,  nämlich: 

d,  =  (31,32,22)  (11,13,33)  (22,21,13)  e,,=  (13,33,22)  (11,31,13)  (22,32,21) 

f?3,=  (32,33,22)  (11,13,33)  (22,21,11)  e,,  =  (13,33,32)  (11,21,13)  (32,22,21) 

d,,  =  (32,21,22)  (32,33,13)  (11,13,21)  e.,,  =  (13,22,32)  (11,13,33)  (22,21,31) 

^38=  (32,21,22)  (31,33,13)  (13,11,22)  e,^  =  (33,22,32)  (11,13,33)  (21,22,11) 

Man  sieht,  dafs  d^^  =  —  653  und  f/37  =^  —  e^g  ist.    Ferner  erhält  man 
durch  Anwendung  der  Determinantenidentität 

(abc)  (def)  —  (ahf)  (dec)  =  (ahd)  (cef)  —  {ahe)  (cdf) 
folgendes : 

«'6  +  e26  =  (ll,13,33){(22,21,13)(32,22,31)-(22,21,31)(32,22,13}  = 

=  (11, 13, 33)  (22,  21, 32)  (13, 22, 31), 

4s  +  ei3  =  (22,32,21){(13,31,33)(22,13,ll)— (13,31,11)(22,13,33)}  = 

=  (22, 32, 21)  (13, 31, 22)  (33, 13, 11). 
Hieraus  ersieht  sich: 


^^6  H-  ^38  +  (^IZ  +  ^26 


0. 
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Ich  verschiebe  jetzt  in  (1)  die  Indices  1,  2,  3  cyklisch.  Dadurch 
entstehen  Produkte,  in  denen  die  Indices  23  und  31  nicht  vorkommen. 
f^33  7  ^^37  >  ^16  ^^^  ^53  i'eproducicren  sich  dabei  wieder  selbst.  Aus  den 
übrigen  entsteht: 

(21,11,33)  (22, 12, 21)  (33, 13, 32)  =  e,^ 
(21,33,13)  (22,21,11)  (33,32,12)  =  e,o- 


(12,13,33)  (22,21,11)  (33,32,21)  =  d,, 
^^■'  (13,32,33)  (12,11,21)  (21,22,33)  =  d^^ 


Aus  der  Entstehungsweise  dieser  vier  Produkte  folgt: 

fho  +  ^48  +  ^18  +  ^50  =  0- 
Verschiebe    ich    die    Indices    dieser    vier  Produkte    nochmals    in    der 
gleichen  Weise,  so  ergiebt  sich: 

(32,22,11)  (33,23,32)  (ll,21,13)=e34 

'52; 


(23,21, 11)  (83,32,22)  (11,13,32)  =  ^3, 
-'  ■*  (21,13,11)(23,22,32)(32,33,11)=(Z43  |  (32, 11, 21) (33, 32, 22) (11, 13, 23)  =e, 


und  hieraus  folgt  wie  oben: 

CI32  +  f^43  +  ^34  +  ^52  =  ö. 

Nun   verwandle  ich  in   (1),   (2)   und   (5)  alle  Lidices  ik  in  li. 
Dann  erhalte  ich  folgendes: 

^33  +  ^^63  =  ^^       ^31  +  fA6  =  ^' 
^6  +  C-iS  +  (hn  +  ^2«  =  ^; 

(2a)  630  +  ^48  +  r/is  +  dr,o  =  0, 

(3a)  ^32   +   ^43   +   ^4  +  ^2=^- 

Die  Indices  11  und  22  kommen  nicht  vor  in: 

(13,23,12)  (21,31,23)(32, 12,31)  =  e^ 


(la) 


C4) 


(13,33,12)  (21,31,23)(12,32,21)  =611 
(13,12,32)  (21, 23, 83)  (21, 31, 12)  =6.22 
(13,12,32)  (21,13,23)(21,31,32)  =  6',,, 


(31,32,21)  (12,13,32)  (23,21,13)  =  d, 
(31,33,21)  (12,13,32)  (21,23,12)  =  d^^ 
(31,21,23)  (12,32,33)  (12,13,21)  =  d,, 
(31,21,23)  (12,31,32)  (12,13,23)  =  d,^ 
Hier  ist  sofort  ersichtlich,  dafs: 

(^  +  ^24  =  C»     und     r/04  +  ^^2  =  ^  * 
ist.     Ferner  ist: 

f?^^-|-e,,  =  (12,13,32){(23,21,12)(31,21,33)-(23,21,33)(31,21,12)}  = 

=  (12, 13, 32)  (23, 21, 31)  (12, 21, 33). 

Durch  Vertauschen  der  Indices  erhält  man  hieraus: 

Cn  +  ^22  =  (21, 31, 23)  (32, 12, 13)  (21, 12, 33) ; 
folglich  ist: 

^11  +  ^^22  +  ^u  +  ^22  =  ö- 
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Wenn   ich   in   (4)  die    Indices    cyklisch   verschiebe,   so    bleiben 
f/x,,  f?04,  e«  und  ^24  unverändert.     Aus  den  andern  entsteht: 


(12,11,32)  (23,21,13)  (32,31,23)  =  d, 
^^^  (12,32,31)  (23,13,11)  (23,21,32)  =  ^/^ 

Hieraus  folgt: 

d^  +  ^^42  +  ^8  +  ^42  =  0. 


(21,11,23)  (32, 12,31)  (23,13,32)  =  e« 
(21,23,13)  (32,31,11)  (32,12,23)  =  e^. 


Eine  nochmalige  Verschiebung  ergiebt: 


(23,22, 13)  (31,32, 21)  (13, 12,31)  =  (?! 
^^^  (23,13,12)  (31,21,22)  (31,32,13)  =  d,^ 
Also  ist  auch: 


(32,22,31)  (13,23,12)  (31,21,13)  =  e, 
(32,31,21)  (13,12,22)  (13,23,31)==  62, 


(7) 


(23, 22, 32)  (13, 23, 11)  (11, 31, 32)  =  64 


0. 


<^i  4-^21  4-^1 +  %  =  o. 

Die  Indices  12  und  33  treten  nicht  auf  in: 

(31,32,22)(11,13,31)(23,22,13)==(^4  |  (13,23,22)  (11,31,13)  (32,22,31)  =  e, 

(31,32,22)  (11,13,32)  (21,23,13)  =  r/5  (13, 23, 32)  (11, 21, 13)  (22, 32,31)  =  e, 

(32.21.22)  (31,32,13)  (11,13,23)  =  (?39  (13,22,32)  (11,13,23)  (21,32,31)  =  62. 

(32.22.23)  (31,32,11)  (11,13,23)  =  rf^ 

Hier  ist  d^  -f"  ^4  =  ^    u^<i   ^hh  ~\~  % 
Ferner  ist: 

,4-f-e^  =  (31,32,22){(23,13,21)(ll,13,32)  — (23,13,32)(11,13,21)}  = 

=  (81, 82, 22)  (23, 13, 11)  (21, 13, 32), 

,73g-|-e2^  =  (ll,13,23){(22,32,21)(31,32,13)  — (22,32,13)(31,32,21)}  = 

=  (11, 13, 23)  (22, 32, 31)  (21, 32, 13), 
also  ist: 

^5  +  ^39   4-^7  +  ^27  =  0. 

Durch  Vertauschen  der  Indices  erhalte  ich  hieraus: 
(8)  e,  +  63,  +  d,  +  d,,  =  0. 

Die  Indices  12  und  21  fehlen  in  d^,  e^,  d^^  und  e^g,  ferner  in: 


(9) 


(32,33,22)  (11,13,31)  (23,22,11)  =  c/3, 


(23,33,22)  (11,31,13)  (32,22,ll)  =  e3 
(23,22,32)  (13,33,11)  (31,11,22)  =  64 


:32,22,23)  (31,33,11)  (13,11,22)  =  4i 

^?3i+eai  =  (ll,13,31){(22,33,32)(ll,22,23)-(22,33,23)(ll,22,32)} 

=  (11, 13, 31)  (22, 33, 11)  (32, 22, 23), 

^44  +  e44=(32,22,23){(ll,31,33)(13,ll,22)-(ll,31,22)(18,ll,33)} 

=  (32, 22, 23)  (11, 31, 13)  (33, 11, 22). 


(7  a) 


(7  b) 


II.   Beziehungen  zwischen  den  auftretenden  Invarianten. 

0. 


15 


Also  ist: 

^31   +  ^44  +  hl  +  «44 

Durch  cyklisches  Weiterschieben  der  Indices  erhalte  ich  aus  den 
Produkten  in  (7),  (8)  und  (9): 


(12,13,33)(22,21,12)(31,33,21)  =  fZ,2 
(12,13,33)(22,21,13)(32,31,21)  =  c73 

(13,32,33)(12,13,21)(22,21,31)  =  fZ,9 


(21,31,33)(22,12,21)(13,33,12)  =  ei, 
(21,31,13)(22,32,21)(33,13,12)=ei, 
(21,33,13)(22,21,31)(32,13,12)  =  e23 


(13,33,31)(12,13,22)(22,21,31)  =  (7oo  (31,33,13)(21,31,22)(22, 12,13)  =^20- 
Aus  der  Art  der  Entstehung  folgt: 


(8a) 


f?12   +  «12  ==  0  ,       d^Q  +  ^20  =  0, 
^Z  +  ^^19  +  «10  +  «23  =  0, 
«3   +  «19  +  ^^10  +  ^23  =  0. 


Ebenso  ergiebt  sich: 

(13,11,33)(22,21,12)(31,33,22)  =  ^,, 
*^     -^    (13,33,31)(12,11,22)(21,22,33)  =  ^47 


(31,ll,33)(22,12,21)(13,33,22)  =  e,5 
(31,33,13)(21,11,22)(12,22,33)  =  ^,7 


^o  +  f^T   +  «13   +   «47=0. 

Endlich  ergiebt  ein  nochmaliges  Weiterschieben: 


(23,21,ll)(33,32,23)(12,ll,32)  =  fZ3, 

(23,21,11)(33,32,21)(13,12,32)  =  (?29 
(21,13,ll)(23,21,32)(33,32,12)  =  ^,o 

(21,ll,12)(23,21,33)(33,32,12)=(?5i 
^5  +  «35  =  0 


(32,12,ll)(33,23,32)(21,ll,23)  =  e35 

(32, 12,21)  (33,13, 32)  (11,21,23)  =  .,, 
(32,ll,21)(33,32,12)(13,21,23)  =  e,9 
(12,ll,21)(32,12,33)(33,23,21)  =  e5,. 

'■kl  +  «51=0; 


f?29  +  ^^40  +  «17   +  «49  =  0  ; 
«29  +  «40  +  ^^17   +  f?49  =  0. 


(9  b) 


(8b) 

(21,22,11)(33,32,23)(12,11,33)  =  4, 
(21, 11,12)  (23,22,33)(32,33,11)  =  <75, 


(12,22,ll)(33,23,32)(21,ll,33)  =  e3e 
(12,11,21)(32,22,33)(23,33,11)=.5, 


^^6   +  <hi  +  «36   +  «54  =  0. 

Auf  diese  Weise  habe  ich  nun  48  Produkte  der  Determinante  D 
mit  48  Produkten  der  Determinante  E  verglichen  und  bin  zu  dem 
Resultate  gelangt,  dafs  die  Summe  aller  den  Wert  Null  hat.  Es 
bleiben  nun  noch  sechs  Produkte  in  D,  und  ebensoviele  in  E,  nämlich 
die,  welchen  die  Substitutionen  Nr.  0,  14,  25,  28,  41,  46  entsprechen. 
Ich  schreibe  sie  folgend ermafsen: 
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fZ,  =(31,32,23)(ll,12,33)(21,22,13)=a 
d^3=(12,13,31)(22,23,ll)(32,33,21)=ö 
^,=(23,21,12)(33,31,22)(13,ll,32)=c 
^,5=(13,12,21)(33,32,ll)(23,22ßl)=c. 

,^,e=(21,23,32)(ll,13,22)(31,33,12)=/3 
(i^=(32,31,13)(22,21,33)(12,ll,23)=y 


e,  =(13,23,32)(ll,21,33)(12,22,31)=a' 
.,3=(21,31,13)(22,32,11)(23,33,12)=& 
e,,=(32,12,21)(33,13,22)(31,ll,23)=c 
e,5=(31,21,12)(33,23,ll)(32,22,13)=a 
e2e=(12,32,23)(ll,31,22)(13,33,21)=^ 
e,e=(23,13,31)(22,12,33)(21,ll,32)==y 


Der  Zusammenhang  zwisclien  den  Indices  dieser  zwölf  Produkte 
ist  folgender:  h  und  c  entstehen  aus  a  durch  cyklisches  Verschieben 
der  Ziffern  1,  2,  3.  In  derselben  Weise  entstehen  ß  und  y  aus  a. 
a  entsteht  aus  a,  wenn  man  in  letzterem  1  und  3  vertauscht,  während 
2  ungeändert  bleibt.  «',  ?/,  .  .  .  entstehen  aus  a,  h,  ...  durch  Ver- 
tauschen der  Indices. 

Ich  werde  jetzt  den  Beweis  führen,  dafs  die  folgende  Identität 
besteht: 

a  +  /,  +  c  +  ß  +  /3  +  y  +  «'+&'+  c'  +  a'  -f  /3'  +/=  0. 

Zu  diesem    Zweck  ermittele  ich    zunächst  den  Wert    der    folgenden 

Determinante : 

(|32,23i,  |33,11|,  113,211). 

Hierin  bedeutet  liJc,  Iml  die  Spalte 

(ik,  lm\ 

(ih,  lm\     aus  den  Minoren  der  Matrix: 

{ih,  lin\ 

a-a    h;k    Cik 

Oll  m     Ol  m     Ci  jii 

Ich  multipliciere  die  obige  Determinante  mit  (13, 21,w),  wo  m 
eine  ganz  willkürlich  gewählte  Spalte  bedeuten  soll,  und  erhalte: 


(132,231),  133,111,113,21  i)  (13,21, «0  = 


(32,23,13)  (33,11,13)  0 
(32,23,21)  (33,11,21)  0 
(32,21,  m)  (33,11,  m)  (13,21,w 


Nun  dividiere    ich  wieder    auf   beiden  Seiten  durch   (13, 21,  w)    und 
erhalte : 

(10)        (132,23|,  133,111,  113, 21 1)  =  (32, 23, 13)  (33, 11, 21) 

—  (.32,23,21)  (33,11,13). 

Diese    Determinante    multipliciere    ich    mit    (31,  12,  22).     Das 
Produkt  bezeichne  ich  mit  R.     Es  ergiebt  sich: 


(lla)i?=(132,23|,|33,ll|,|13,21|)(31,12,22> 
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(32,23,31)  (33,11,31)  (13,21,31) 
(32,23,12)  (33,11,12)  (13,21,12) 
(32,23,22)  (33,11,22)  (13,21,22) 
=  (32, 23,  31)  (33, 11, 12)  (13, 21, 22)  +  (32, 23, 22)  (33, 11, 31)  (13, 21, 12) 
+  (32, 23, 12)  (33, 11, 22)  (13, 21, 31)  —  (32, 23, 22)  (33, 11, 12)  (13, 21, 31) 
—  (32, 23, 31)  (33, 11, 22)  (13, 21, 12)  —  (32, 23, 12)  (33, 11, 31)  (13, 21, 22). 

Der  erste  Summand  in   diesem  Ausdruck  ist  a.  —  Andererseits 
ist  nach  (10): 
(IIb)    R=  (32,23,13) (33,11,21) (31,12,22)  —  (32,23,21) (33,11,13) (31,12,22) 
=  —  a  —  (32, 23, 21)  (33, 11, 13)  (31, 12, 22). 
Aus  (IIa)  und  (Hb)  ergiebt  sich: 
(12)  a  +  a'=(32,23,22)(33,ll,12)(13,21,31)  +  (32,23,31)(33,11,22) (13,21,12) 
+  (32,23,12)(33,11,31)(13,21,22)  —  (32,23,12)(33,11,22)(13,21,31) 
—  (32,23,22)(33,11,31)(13,21,12)  — (32,23,21)(33,11,13)(31,12,22). 

Aus  (12)  nehme  ich  nun  das  zweite  und  das  fünfte  Glied: 
(13, 21, 12)  { (33, 11, 22)  (32, 23, 31)  —  (33, 11, 31)  (32, 23, 22) } 
=  (13,21,12)1(33,11,32)  (22,23,31)  —  (33,11,23)  (22,32,31)} 
=  —  «  —  (13, 21, 12)  (33, 11, 23)  (22, 32, 31) . 
Also  haben  wir: 

(13)  rt  -I-  «'+  «  =  (32,23,22)  (33,11,12)  (13,21,31) 

+  (32,23,12)  (33,11,31)  (13,21,22) 

—  (32, 23, 12)  (33, 11, 22)  (13, 21, 31) 

—  (32, 23, 21)  (33, 11, 13)  (31, 12, 22) 

—  (13,21,12)  (33,11,23)  (22,32,31). 
Hieraus  das  dritte  und  erste  Glied: 

(13, 21, 31)  { (33, 11, 22)  (23, 32, 12)  —  (33, 11, 12)  (23, 32, 22) } 
=  (13, 21, 31)  ( (33, 11, 28)  {22,  32, 12)  —  (33, 11, 32)  (22, 23, 12) } , 
folglich : 

(14)  a  +  «'  +  a  =  (13,  21, 31)  (33, 11, 23)  (22,  32, 12) 

+  (32, 23, 12)  (33, 11, 31)  (13, 21, 22) 

—  (13, 21, 31)  (33, 11, 32)  (22, 23, 12) 

—  (13, 21, 12)  (33, 11, 23)  (22, 32, 31). 
Hieraus  das  erste  und  letzte  Glied: 

(33, 11, 23)  { (22, 32, 12)  (13, 21, 31)  -  (22, 32, 31)  (13, 21, 12) } 
=  (33, 11, 23)  ( (22, 32, 13)  (12, 21, 31)  —  {22, 32, 21)  (12, 13,  31) } 
=  _  «'-  (33,11,23)  (22,32,21)  (12,13,31). 
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So  erhalten  wir  scHiefslich  die  Formel: 

(15)  a  +  a^a  +  a=  (32, 23, 12)  (33, 11, 31)  (13, 21, 22) 

+  (23, 32, 21)  (33, 11, 13)  (31, 12, 22) 

—  (13, 21, 31)  (33, 11, 32)  (22, 23, 12) 

—  (33, 11, 23)  (22, 32, 21)  (12, 13, 31). 

Wenn    ich    hier    3  und    1    vertausche,    während    2    ungeändert 
bleibt,  so  entsteht  die  Formel: 

(15a)      a  -f  ß  +  a  +  a  =  (12, 21, 32)  (11, 33, 13)  (31, 23, 22) 

+  (21, 12, 23)  (11, 33, 31)  (13, 32, 22) 

—  (31, 23, 13)  (11, 33, 12)  (22, 21, 32) 

—  (11,33,21)  (22,12,23)  (32,31,13). 

Durch  cy Mische  Verschiebung  erhalte  ich  aus  (15)  und  (15  a): 

(16)  &  +  6'  -f  /3  +  ,3'  =  (13, 31, 23)  (11, 22, 12)  (21, 32, 33) 

+  (31, 13, 32)  (11, 22, 21)  (12, 23, 33) 

—  (21, 32, 12)  (11, 22, 13)  (33, 11, 23) 

—  (11,22,31)  (33,13,32)  (23,21,12). 
(16  a)      ßJ^ß'-{.h-\-V=  (23, 32, 13)  (22, 11, 21)  (12, 31, 33)    • 

+  (32, 23, 31)  (22, 11, 12)  (21, 13, 33) 

—  (12, 31, 21)  (22, 11,  23)  (33, 32, 13) 

—  (22,11,32)  (33,23,31)  (13,12,21). 

(17)  c  +  c'  +  7  +  /  =  (21, 12, 31)  (22, 33, 23)  (32, 13, 11) 

+  (12,  21, 13)  (22, 33, 32)  (23, 31, 11) 

—  (32, 13, 23)  (22, 33, 21)  (11, 12, 31) 

—  (22, 33, 12)  (11, 21, 13)  (31,  32, 23). 
(17a)       j;  +  /+  c  +  c  =  (31,13,21)  (33,22,32)  (23,12,11) 

+  (13, 31, 12)  (33, 22, 23)  (32,  21, 11) 

—  (23,12,32)  (33,22,31)  (11,13,21) 

—  (33, 11, 13)  (11, 31, 12)  (21, 23, 32). 

Nun  addiere  ich  (15  a)  und  (16)  und  fasse  die  Glieder  zusammen, 
welche  Faktoren  gemeinsam  haben: 

(18)  a-fa'-fa-|_a'4-6-f&'-|-^-f-^'  = 

=  (12,21,32)  {(31,23,22)(13,11,33)  — (31,23,33)  (13,11,22)} 
+  (21,12,23)1(13,32,22)  (31,11,33)  — (13,32,33)  (31,11,22)} 
+  (13,31,23)  { (21,32,33)  (12,11,22)  -  (21,32,22)  (12,11,33) } 
-}-  (31,13,23)  { (12,23,33)  (21,11,22)  —  (12,23,22)  (21,11,33) }. 
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Hieraus  ergiebt  sich: 

(19)      a-{-a-\-a-\-a-\-h-\-b'-\-ß-\-ß'  = 

=  (12,21,32)  {(31,23,13)(22,11,33)  —  (31,23,11)(22,13,33)} 

+  (21,12,23)  {(13,32,31)  (22,11,33)  — (13,32,11)  (22,31,33)} 

+  (13,31,23)  {(21,32,12)(33,11,22)  —  (21,32,11)(33,12,22)} 

-I-  (31,13,32)  { (12,23,21)  (33,11,22)  —  (12,23,11)  (33,21,22)} 

=  (12,21,32)  (23,31,11)  (22,13,33)  +  (21,12,23)  (32,13,11)  (22,31,33) 

+  (13,31,23)  (32,21,11)  (33,12,22)  +  (31,13,32)  (23,12,11)  (33,21,22); 

denn  der  1.  Summand  in  (19)  hebt  sich  gegen  den  5.,  der  3.  gegen 
den  7.     Endlich  addiere  ich  (17a)  und  (19)  und  erhalte: 

(20)     a  -f  a'  -f  &  -I-  6'  +  c  +  c'  +  t^  +«'  +  i3  -f  /3'  +  7  +  /  = 

=  (23,12,11)  {(33,22,32)  (31,13,21)  —  (33,22,21)  (31,13,32)} 
+  (32,21,11)  {(33,22,23)  (13,31,12)  —  (33,22,12)  (13,31,23)} 
+  (33,22,31)  {(23,12,21)  (11,13,32)  —  (11,13,21)  (23,12,32)} 
+  (33,22,13){(32,21,12)(11,31,23)  —  (11,31,12)  (32,21,23)} 
=  (23,12,11)  {(32,22,31)  (32,13,21)  -  (33,22,13)  (32,31,21)} 
+  (32,21,11)  {(33,22,13)  (23,31,12)  —  (33,22,31)  (23,13,12)} 
+  (33,22,31)  {(23,12,11)  (21,13,32)  —  (23,12,13)  (21,11,32)} 
+  (33,22,13)  { (32,21,11)  ri2,31,23)  —  (32,21,31)  (12,11,23) }  =  0; 

denn  der  1.  Summand  hebt  sich  gegen  den  5.,  der  2.  gegen  den  8., 
der  3,  gegen  den  7.,  der  4.  gegen  den  6. 

Damit  ist  nun  endgültig  gezeigt,  welcher  Zusammenhang  zwischen 
D  und  E  besteht.     Für  alle  Werte  der  a,  h,  c  gilt  die  Gleichung: 

(21)  D-\-E  =  0. 

Da  man  nun  nach  den  Resultaten  auf  S.  9  u.  flg.  durch  eine  und  die- 
selbe Umwandlung  der  Elemente  Da  in  — Ea  und  Ea  in  Fa  über- 
führen kann,  so  folgt: 

(22)  E=F. 

Von  diesen  Resultaten  will  ich  nun  noch  zwei  Anwendungen 
machen;  die  eine  besteht  in  der  Auswertung  einer  Determinante,  die 
andere  in  der  Ableitung  einiger  Determinanten-Identitäten. 

Die  Determinante,  die  jetzt  ausgewertet  werden  soll,  entsteht 
aus  D  durch  Annahme  der  folgenden  speciellen  Werte: 
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II.   Beziehungen  zwischen  den  auftretenden  Invarianten. 


=        0 


«19    =    «1 


a, 


21 


=  0 


a 


31 


=       0 


«o 


«19 


CUo 


a. 


K  = 


^13  =  —  «1 


=  —  a. 


=  0^23 

=  «22 

^21  23 

&22=  0 


&23  =  «' 


—  a. 


'21 
«0-2 


C,o 


=       «, 


'21 


%2 

«33  ^^  «32 

^31  ^^  «33 

&32=  0 

&33  =  —  «31 
^31  ^^  «32 


^32 


81 


=  0 


Coo. 


0 


^33 


=       0 


Traf'en    wir    diese    Werte    ein,    so    erhalten    wir    die    folgende 
Determinante: 


H  = 


0 

0 

0 

0 

«33 

«32 

0 

«23 

«22 

0 

0 

0 

«33 

0 

«31 

«23 

0     - 

-«21 

0 

0 

0 

«32 

—  «31 

0 

—  «22 

«21 

0 

0 

«33 

«32 

0 

0 

0 

0 

«13    - 

-«12 

«33 

0 

—  «31 

0 

0 

0 

—  «13 

0 

«11 

«32 

«31 

0 

0 

0 

0 

«12 

—  «u 

0 

0 

«23 

—  «22 

0 

—  «13 

«12 

0 

0 

0 

«33 

0 

«21 

«13 

() 

—  «u 

0 

0 

0 

«22 

—  «21 

0 

—  «12 

«11 

0 

0 

0 

0 

Stelle  ich  überall  die  Indices  um,  so  erhalte  ich  nach  (21): 


H= 


0 

0 

(J 

—  «12 

—  «22 

—  «32 

—  «13 

—  «23 

«33 

(J 

0 

0 

«11 

«21 

«31 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«11 

«21 

«31 

«12 

«22 

«32 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

—  «11 

—  «21 

—  «31 

0 

0 

0 

—  «13 

—  «23 

«33 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«12 

«22 

«32 

«13 

«23 

«33 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Ü 

0 

0 

«13 

«23 

«33 

0 

0 

0 

—«11 

—  «21 

—  «31 

—  «12 

«22 

—  «32 

0 

0 

0 

Ich  subtrahiere  die  sechste  und  neunte  Zeile  von  der  ersten  und 
ordne  die  Zeilen  passend  um: 


II.  Beziehungen  zwischen  den  auftretenden  Invarianten. 


21 


2^11 

2  «21 

2«31 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«12 

«22 

«32 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«13 

«23 

«33 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«11 

«21 

«31 

0 

0 

0 

«11 

«21 

«31 

«12 

«22 

«32 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«13 

«23 

«33 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«11 

«21 

«; 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«12 

«22 

«s 

«11 

«21 

«31 

0 

0 

0 

«13 

«23 

«3 

31 


'32 


Der  Modul  der  Substitution  ist: 

°^^Kl  2  3  4  5  6  7  8  9)  =  (^4)  (37)  (59)  (68)  =  -f  1. 

»Somit  erhalten  wir  das  Resultat: 

—  H=2^''     oder     H=  —  2^\ 
wenn  ich  (f'^/i;  «^2,  «^3)  mit  z/  bezeichne.    Ich  bin  also  zu  demselben 
Resultat  gelangt,  wie  Herr  Pasch  (Math.  Ann.  1891  Bd.  38,  S.  41  u.  42), 
der  diese  Determinante  bereits  auf  zwei  Arten  ausgewertet  hat. 

Nun  die  zweite  Anwendung.  Ich  entwickele  F  und  G  nach 
dem  Laplaceschen  Zerlegungssatze  nach  drei  Systemen  von  je  drei 
Zeilen.  Von  den  auftretenden  Produkten  betrachte  ich  nur  diejenigen, 
welche  sämtliche  Spaltenindices,  nämlich  aiy_,  a^y.,  a^y,  hiy,  h-2y,  hzx 
Ciy,  Coy,  c-iy  enthalten.  In  jeder  der  beiden  Determinanten  sind  sechs 
derartige  Produkte.  Von  den  übrigen  96  Produkten  in  jE,  F  und  G 
kann  man  leicht  zeigen  —  indem  man  die  Elemente  passender 
Spalten  gleich  Null  setzt  — ,  dafs  ihre  Summe  den  Wert  Null  hat. 
Dann  verschwindet  aber  auch  die  Summe  der  zwölf  ausgesonderten 
Produkte,  d.  h.  es  besteht  die  folgende  Identität: 

iC\y.l  Cty,  &3x)  («iz,  «2z,  Ci-^  (&lz,  ^iy.,  «3x) 
+  (Czl,  C;,2,  ^zs)  («zl,  «x2,  Cy.%)  (hl,  K.2,  «xs) 

+     («2;.,    «3;.,    Cly)    {hy,    hy,    ttly)    (C^  y. ,    C^y,    hy) 
+     («Z2,    «Z3,    Cyl)    (by2,    by3,    üyl)    (Cy2,    CyZ ,    ly.l) 

+  (hx}  hy.,  (hy)  {Czy,  Ciy,  Jo;«)  («3;<,  «Iz,  C^y) 

+    (&Z3,    Kl,    Cly.2)    {Cy.^,    Cyl,    hy^)    (ttyS,    ttyl,    Cy^) 

+   («3z,  «2/,  hy)  {Cäy,  C2y,  «ly)  (hy,  &2x,  Cly) 

-\-     (tty.3,     «Z2,     byl)     (Cy3-j    Cy2,     ay-i)     [hyZ,    hy2,     Cyl) 
+     (bly,    hy,    C-2y)    (aiy,    aSy,    hy)    {Cly,    CZy,    tt^y) 

+  (hy.l,  hs,  Cy2)  («XI,  «x3,  h2)  (Cy.l,  Cyz,  üyi) 
+  {C2y,  f^ly,  «3x)  (hy.,  hy.,  Csx)  («2x,  «Iz,  hy) 

+  (Cy2,  Cyl,  ayz)  (h.2,  hl,  Cyz)  (ay2,  ttyi,  hz)  =  0. 
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Auf  diese   Identität  will   ich    diejenige   Umformung   anwenden,  ver- 
mittelst deren  man  J^  in  D  überführen  kann.     Dann  erhalte  ich: 

(31, 32, 23) (11, 12, 33) (21, 22, 13,)  +  (a-s-,,  hy.,  c.y)  {a,.,,  h,y,  Cg^)  («o^,  hy,  c,y) 
+  (12,13,31)(22,23,11)(32,33,21)  +  (b^.,,  c^.,,  «g.)  {h.,  c.-.,  a^y)  {hy.,  Csy,  a^y) 
+  (23,21,12)(33,31,22)(13,11,32)  -f  (c^y,  a^y,  hy)  (c^y,  a^y,  h^y)  {ciy^a^y,  l^y) 
+  (13,12,21)(33,32,11)(23,22,31)  +  {ciy,  hy,  a^y)  {c^y,  hy,  a^y)  (c^y,  hy,  a^y) 
4-  (21,23,32)(11,13,22)(31;33,12)  +  («2x,  C2y.,  hy)  (aiy,  c^y,  hy)  {a^y,  c^y,  hy) 
+  (32,31,13)(22,21,33)(12,ll,23)  +  (fe3,<,  «3^,  Cxy)  {hy,  a.^y,  C3y){hy,aiy,  C2y)  =  0. 

Wende  ich  auf  diese  Identität  noch  einmal  dieselbe  Umformung 
an,  so  ergiebt  sich: 

(«.3,  hz,  cy,)  (ay^,  hu  cy,)  {ay„  h2,  cy,)  +  (1 3, 23, 32) ( 1 1, 21, 33) ( 12, 22, 3 1 ) 
+  {hx,  Cy„  ay^)  {h,,  Cy,,  a.i)  (hy.z,  cy.„  ay,)  +  (21,31,13)(22,32,11)(23,33,12) 
+  {cy,,  ay,,  hx)  {cy„  ay„  h,)  {cyx,  üyx,  h.)  4"  (32, 12, 21) (33, 1 3, 22) (31, 1 1, 23) 
+  {cyx,  hx,  a.o)  (cy„  hz,  ayx)  {cy.„  h„  ay,)  +  (31,21,12)(33,23,11)(32,22,13) 
+  {ay,,  C.2,  hz)  {ayx,  Cyx,  h2)  (a.3,  Cy^,  hx)  +  (12,32,23)(11,31,22)(13,33,21) 
+  {hz,  ay„  Cyx)  {h2,  ay,,  Cy^)  {hx,  «. X ,  Cy,)  +  (23, 13, 31 ) (22, 12, 33) (2 1, 1 1, 32)  =  0. 

Durch  Addition  der  beiden  letzteren  Identitäten  erhält  man  mit  Be- 
nutzung von  (20): 

{a^y,  hx,  C2y)   {ttiy,  &ix,  Csy)   {tt^y,  hy.,  Cly) 

+  {ay.z,  hz,  Cy,)  {ttyx,  hx,  Cy.z)  {ay2,  hi,  c^x) 
+  {hy,  Ciy,  aay)  {hy,  C2y,  a^y)  {hy,  Csy,  a^y) 

+     {hx,    CyX,    «XS)      (Py2,    C2y,    ttyl)      {hz,    Cy^,    ay,) 

+  {Ciy,  a.,y.,  hy)  {Czy,  asy,  hy)  {C\y,  a^y,  hy) 
+  {Cy2,  ay2,  lyx)  {CyZ,  ttyS,  hi)  {CyX,  «xl,  hz) 
+  {Cly,  hy,  a2y)   {Cay,  hy,  «Ix)   (Cäx,  ^2x7  «3x) 

'  •  +    {Cy.l,    hl,    Cty,)     {CyS,    hz,    ayx)     {Cy.2,    ly2,    ay^) 

+  («2z,  C2y,  hy)  {axy,  Cxy,  hy)   {azy,  C^y,  hy) 

+  («x2,  Cy2,  hyz)  («xl,  Cxi,  &X2)    («xS,  Cx3,  hx) 

-\-  {hy,  asy,  Cxy)  {hy,  «2x,  Cgx)    {hy,  «Ix,  C2x) 

+   {hz,  «x3,  Cxi)  (6x2,  ay2,  Cys)    {hx,  ayi,   Cy,)  ^  0. 
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III.  Beziehunffen  zwischen  den  Snhstitutionsdeterminanten. 


Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dafs  unsere 
drei  Formen  —  bezw.  unsere  ternäre  Form  —  sich  durch  die  lineare 
Substitution 

gleichzeitig  in  symmetrische  überführen  lassen,  dafs  also  unsere  tri- 
lineare  Form  in  eine  teilweise  symmetrische  übergeht,  ist 
(1)  Z)  =  0     und     P  +  0. 

Als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dafs  man 
dasselbe  erreichen  kann  durch  die  Transformation: 


ergiebt  sich: 

(2) 

Dabei  ist: 


E=0     und     P'4=0. 


\lhl  Pl2  Pu 

P=\P2l  P2-2  A3 

I  Päi  Ps'i  Psi 

p'ii  P%\  P%\ 

P'  =     P'l2  P'22  P'32 

Pn     ^23    P33 

Nun  habe  ich  bereits  auf  S.  7  den  Satz  angeführt: 
Wenn  man   drei  bilineare  ternäre   Formen  gleichzeitig  in   sym- 
metrische verwandeln  kann  durch  lineare  Transformation   der   einen 
Reihe   von  Variabein,   so  kann  man  stets   dasselbe  erreichen  durch 
lineare  Transformation  der  andern  Reihe. 

Diesen  Satz  kann  ich  jetzt  kurz  so  aussprechen: 

Wenn  (1)  erfüllt  ist,  dann  ist  auch  (2)  erfüllt,  und  umgekehrt. 

Ferner:  Wenn 

(3)  D  =  Ü     und  jedes     P  =  0, 
dann  ist  auch 

(4)  E  =  0     und  jedes     P'  =  0. 

Dabei  habe  ich,  wie  man  sieht,  das  Resultat  aus  Kap.  I  benutzt: 

D-\-E=0. 
Aus  (1),  (2),  (3)  und  (4)  ergiebt  sich  nun  der  Satz: 
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Die  Determinanten  P  und  P'  stehen  in  dem  Zusammenhange, 
dafs  das  Verschwinden  aller  Werte  der  einen  stets  das  Verschwinden 
aller  Werte  der  andern  zur  Folge  hat. 

Unsere  Schlufsfolgeruiigen  haben  indessen  nur  dann  Gültigkeit, 
wenn  der  auf  S.  7  und  23  angegebene  Satz  richtig  ist.  Um  diesen 
Satz  in  allgemeinster  Form  zu  beweisen,  verfahre  ich  so:  Ich  beweise 
zunächst,  dafs  zwischen  P  und  P'  thatsächlich  der  oben  beschriebene 
Zusammenhang  besteht.  Verbinde  ich  alsdann  mit  diesem  Satz  die 
Gl.  (21)  des  I.  Kapitels,  so  folgt,  dafs  die  Bedingungen  (1)  und  (2), 
bezw.  (3)  und  (4),  stets  gleichzeitig  erfüllt  sind,  und  damit  ist  der 
in  Frage  stehende  Satz  bewiesen. 

Es  sei: 

^  ^  ^1, 


^    a3y.Py.2  -\-  ^    a^y.Py.Z 


^  aay.Py.i 


2'j  (^'ly.Pys 


2j    (^2y.Pyl  +^    ttlxPy^ 


^. 


z/. 


Dann  erhalte  ich  unter  der  Voraussetzung,  dafs  P  (d.  h.  das  System 
der  Elemente  von  P)  nicht  erster  Stufe  ist,  und  p'a  =  ^d^  Pik  in  P: 


El  =  —  ^   a/3l>L  +  ^   Oy.2P3y. 


1hl   Psi    ^lä 
Pi2  P32   ^2d    ~r 

Pl3    P-d-6     %3   I 
=^  Pxi  IßssPsi  "I      ^32 1*22  ^23P3Z 


Pn    P21  «12 

-P12     P22  «22 

Pl3    -P23  «32 
«22  i'23J 


«33 -2^31  «32i^2lJ 

«13i^32  «122^22] 


Ferner  ist: 


E4  =  ^  ay.32h: 


-j-  P12  L«13  2'33     I     «121*23 

+  Ä3  [«23Ä1  +  «22P2I 

=  i^ll  [—  ^1  —  «31Ä2  +  «21P13] 

+  P12  [—  ^4  —  «UÄ3  +  «3li>ll] 

+  A3  [—  ^7  —  «21^1  +  «Ul>12] 

=  —  {Pn  ^1  +  Pi2  ^i  +  i^l3  ^7)  • 

1^21     Psi      «13  i^21     i^ll 

—  ^    aylP3y=     P22     P32      «23      +       P22     Ä2 

1^23     A3      «33  P23     Pl3 

=  2^21  [«33i^32  +  «31 Ä2  "  «23^3  "  «21JP13] 
+  Ä2  [«13  A3  +  «11 1^13  —  «33i53l  —  «31Ä1] 
+  P2-i  [«23^^31   +  «2li^ll  —  «13i%  —  «I1P12] 
=  2hl  [—  ^1  —  «32  Ä2   +  «22iJ23] 
+  P22  [—  ^4  —  «121^23  +  «32^^21] 
+  P23  [—  ^7   —  «22P21   +  «12^^22] 
=  —  (i?oi  Zl,  +  2h2  ^4  +  i^23  ^7)  • 
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In  derselben  Weise  ergiebt  sieb: 
E,  =  —  ^  fh,i,\,  +  ^ a,iP2,  =  —  G)3i  J,  +  2h,^^  +  i?33z/,). 
Ferner,  wenn  icb  alle  «,-,  durch  b/k  bezw.  C/^  ersetze: 

—  Eg  =  2hl  ^2  +  i^l2  ^5  +  Pl3  A 

—  E5  =  i^21  ^2  +  i^22  ^5  +  Ihs  ^8 

—  ^8  =  i^31  ^2  +  lh2  ^5  +  2^33  ^8 

—  E3  =Pii43   +Ä2^6  +1^13^9 

—  Eg  =  2^21  ^3  +  ^^22  ^6   +  P23  ^9 

—  E9  =  i^si  Z/3  +  P3,  z/ß   -f  ^33  z/9  . 

Setze    icb    alle    z/;.  =  0,    dann  werden    aucb    alle    E;.  =  0,    und 
somit  gilt  der  Satz: 
Wenn  die  Gröfsen 

Pn:  P2I}  P3I}      Pl2J  P22;  i%2>      -2^13)  i^23J   i'33  > 

mit  den  Zeilen  von  D  komponiert,  stets  den  Wert  Null  ergeben,  so 
ergeben  die  Gröfsen 

P'ii,  P'^^,  P'n,    Pn,  P'22,  p'23,    Pn,  P32,  2h3, 

mit  den  Zeilen  von  E  komponiert,  ebenfalls  den  Wert  Null,  sobald 
P  nicht  erster  Stufe  und  jj'ik  =  adj  j)^  in  P  ist. 

Stelle  ich  in  der  eben  gegebenen  Beweisführung  sämtliche  Indices 
um,  so  erhalte  ich  die  ümkehrung  des  eben  ausgesprochenen  Satzes. 

Wird  P  erster  Stufe,  so  müssen  sich,  da  D  -{-  E  =  0  ist,  stets 
auch  Gröfsen  2h  k  angeben  lassen,  die,  in  der  angegebenen  Weise  mit 
den  Zeilen  von  E  komponiert,  den  Wert  Null  ergeben.  Sind  nun 
alle  P  erster  Stufe,  so  kann  nach  den  obigen  Sätzen  kein  P'  dritter 
Stufe  sein. 

Ich  will  direkt  beweisen,  dafs  jeder  zu  E  gehörigen  Determinante 
P',  welche  erster  Stufe  ist,  mindestens  eine  Determinante  P  ent- 
spricht, die  zu  D  gehört  und  zweiter  oder  erster  Stufe  ist. 

Ich  mache  also  die  folgenden  Voraussetzungen: 

(5)  ^^^  ~2  ^^"-^P^-"  +  2  (t,.:p'i.,  =  0 , 

desgleichen  alle  übrigen  E;.  =  0: 


P' 


QPn     Qp32     Qlhs 
(3Pn     <?i>32     ^p'33 

2hl  P32  P33 
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Dabei  mögen  q  und  6  ganz  beliebig  sein,  und  mindestens  eines 
der  p's,,,  etwa  2^31,  von  Null  verschieden.  Andere  Fälle  würden  sich 
in  ganz  ähnlicher  Weise  behandeln  lassen. 

Nun  bilde  ich  mir  eine  Determinante  77  zweiter  Stufe,  deren 
Adjungierte  P'  ist.  Die  Resultate  der  Komposition  der  Elemente 
jtiic  von  77  mit  den  Zeilen  in  D  nenne  ich  z/^ . 

Dann  ist  nach  S.  24  u.  25: 

—  El  —  ^11  ^1'  +  ^12-^4'  +  ^13^7' 

Ei=^  n.ji  ^1'  +  1^22  ^4'  "t~  ^23  ^7 

—  E7  =  71.^^^ T^  +  Jt32^4'  +  ^33-^7'- 

blgt: 

^4'  =  ^7^32 
Z//  =  Xi)33  , 


und  (9) 


Offenbar  gelten  die  Gleichungen  (7),  (8)  und  (9)  für  alle  De- 
terminanten 77  von  der  oben  angegebenen  Beschaffenheit.  Bilde  ich 
also  die  Determinante: 

I  X^Tt^.^  +  Ü^Tl^^       OC^TCj^-^  +  x^:Jt2^       f{ll,  12) 

77i  =  I  x^Tt^^  -f  XgJTaa     J«3J'^i2  +  ^4^22     /"(^l;  ^^) 

|>«1^13  +  %^23       %  ^13  +  ^4^23       /"(^Ij  ^2) 

wobei  f(nl,n2)  die  Bedeutung  hat: 

/'(Wl,  W2)  =   —  9  (Xi3ti„  +  ^2Tt2n)   —   ß{il37tin  +  ^«4^2«)? 

so    gelten   die   Beziehungen    (7),    (8)   und    (9)    auch    für  77^,    sobald 
nur     die     ersten     Spalten    nicht    proportional     sind,     d.    h.    sobald 

l^^i     ""^h    0    ist. 

I  ?^S        ^4  I 

Dasselbe  gilt  für: 

^1  ^H   ~I      ^2     21 

77g  =      ;«/  7^12   ~h  ^^2  ^22 

^l'^l:;   +  ^2^23 


Da  alle  E^  =  0  sind 

,  so 

(7) 

■ 

ebenso  ist: 

^2  =  '^i'si 

(8)                        ■    Z/5'=A|)32 

^8   =  ^P'33 

^3' 

=  ^i>3i 

^e' 

=  .t*i>32 

^9' 

=  (ip'ss  • 

%  ■''•11      1     ^^4^21 


/•(ll,  12) 

/'(21,  22) 
/•(31,  32) 


sobald 


3to 


=1=  0  ist.     Hier  bedeutet 
f{nl,  %2)  =  —  ^(xIjtih  +  X2jr2„)  —  0(^3 ;ri„  +  XiTt2>i)- 


^3  = 

(x^  x/j  TC-^^ 

V^l            '^1  )  ^13 

Dabei  hat  man: 

f(n\,  n. 

2)  =  —  Q  U^  - 
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Bilde  ich  nun  aus  den  entsprechenden  Elementen  von  77^  und  TZa 
die  Differenzen,  so  erhalte  ich  die  Determinante: 

(x,—x^):t^     f  (21,22) 
(xg  —  X3')  ;ri3     f(31, 32)  | 

J«i')  JTi^  —  ö  (xg  —  Xg')  ;ri„  . 

TJg  ist  erster  Stufe,  aber  die  Gleichungen  (7),  (8)  und  (9)  behalten 
auch  für  diese  Determinante  ihre  Gültigkeit.     Beweis: 

Die  Elemente  von  IJ^  mögen,  mit  den  Zeilen  von  D  komponiert, 
die  Werte  zi;'  liefern,  die  Elemente  von  TIo  die  Werte  z//' ;  dann 
liefern  die  Elemente  von  TT.,  die  Werte  z//  —  z//'.     Folglich  ist 

Z//  —  Z//'  =  (V x")jP31 

.^,^  .,         .„        ,■  ,         „^    .         d.  h.  (7)  gilt  auch 

z/-'  —  z/7     =  (  JC  —  x")  2;33 , 

In  gleicher  Weise  läfst  sich  die  Gültigkeit  von  (8)  und  (9)  zeigen. 

Ich  kehre  wieder  zur  Determinante  77^  zurück.  Die  Resultate 
der  Komposition  ihrer  Elemente  mit  den  Zeilen  von  D  seien: 

Z//  =  a'  p'u     z/^'  =  X'xhi     z//  =  (Li'jJai 

^4'  =  ^'7^32       z/5'  =  A>32       z/g'  =  i[A>32 
Z//  =  X>33       Z/,^'  =  A'_P33       Z/,;  =  ,tt>33  . 

Verfüge  ich  nun  über  die  vier  Gröfsen  x^,  x^,  x,,  x^  in  77^  so,  dafs 
z/j'  =  z/2'  =  z/g'  =  0  wird,  dann  müssen,  da  2)31  =)=  0  ist,  x',  A'  und  ft' 
verschwinden,  d.  h.  es  werden  alle  z//  =  0.     Dies  gilt,  wie  die  Be- 

trachtung  von  ilg  gezeigt  hat,  auch  dann,  wenn   i    ^      ^  '  ^  0,  d.  h. 

I  %    ^4  I 
wenn  die  Determinante  77  erster  Stufe  wird. 

Es  fragt  sich  nur  noch:  Kann  ich  die  vier  Gröfsen  x^,  x.j,  Xg,  x^ 

stets   so   wählen,    dafs    z// =  z/,' ==  z/g' =  0  wirdV     Dies    ist   leicht 

zu  beantworten:   Die  drei  linearen  Gleichungen 

z//  =  z/./  =  Z/g'  =  0 

enthalten  vier  homogene  Unbekannte,  letztere  sind  also  stets  be- 
stimmbar, und  zwar  ein-  oder  mehrdeutig. 

Führe  ich  die  so  gefundenen  Werte  der  x  in  77^  ein,  so  ist  77j 
eine  „zu  D  gehörige"  Substitutionsdeterminante  zweiter  oder  erster 
Stufe.     Damit  ist  der  auf  S.  26  ausgesprochene  Satz  bewiesen. 
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Fassen  wir  nun  einmal  die  Resultate  zusammen,  die  sich  ohne 
Benutzung  der  Relation  D  -\-  E  =  0  ergeben  haben : 

1)  ^=0,  P'  dritter  Stufe,  bedingt: 
D^O,  P    dritter  Stufe. 

2)  J5/=0,  P'  zweiter  Stufe,  bedingt: 
J)  =  0,  P    erster  Stufe. 

3)  E=0,  P'  erster  Stufe,  bediugt: 

D  =  0,     P    zweiter  oder  erster  Stufe, 

und  umgekehrt. 

In  diesen  Resultaten  steckt  zugleich  ein  indirekter  Beweis  für 
den  Zusammenhang  zwischen  D  und  E,  und  zwar  ist  derselbe,  wie 
ich  hoffe,  von  den  Einwürfen  frei,  die  sich  aus  der  Möglichkeit  des 
Verschwindens  der  Substitutionsdeterminante  herleiten  liefsen. 

Was  wir  bis  jetzt  für  die  Substitutionsdeterminanten  P  und  P' 
nachgewiesen  haben,  läfst  sich  leicht  auf  die  übrigen  übertragen. 
Wir  erhalten  dann  folgende  Beziehungen: 

Zu  Di23  gebort  die  Substitutionsdeterminante  P 

T)  P' 

j>     -^213         n  jy  }}  -^ 

}j    -^312         ??  ;j  V  ^ 

})     -^321         j;  n  »  V 

V     -^^231  ?;  7?  ?;  -^ 

Dabei  ist  Q'  die  Adjungierte  von  Q,  wenn  Q  dritter  oder  zweiter 
Stufe  ist,  wie  wir  dies  auch  bei  P  und  P'  gefunden  haben.  Das 
gleiche  gilt  für  R  und  R'. 

Da  die  Zeilen  von  D^2i  ("^§1-  ^-  ^^)  ^i^  ^^^  Spalten  von  D  über- 
einstimmen (abgesehen  vom  Vorzeichen),  so  kann  ich  auch,  um  die 
früher  eingeführte  Bezeichnungs weise  beizubehalten,  sagen:  Q'  gehört 
zu  den  Spalten  von  D.  Ebenso  ergiebt  sich:  R  gehört  zu  den 
Spalten  von  E,  Q  zu  den  Spalten  von  F.  Sinken  die  Invarianten 
unter  die  achte  Stufe,  so  erhalten  wir  Gruppen  von  Substitutions- 
determinanten P,  Q  u.  s.  w. ;  aber  die  abgeleiteten  Beziehungen 
bleiben  unverändert  bestehen. 

Um  noch  eine  weitere  Beziehung  zwischen  den  Substitutions- 
determinanten abzuleiten,  verfahre  ich  folgendermafsen: 

Ich  nehme  an,  2)  sei  von  Null  verschieden,  und  die  Elemente 
von  P  seien  die  Adjunkten  der  ersten  Zeile  in  D.    Ich  habe  also  in 
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den  allgemeinen  Formeln  auf  S.  24  u.  25  einzusetzen: 

A^  =  D,  alle  übrigen  z/;.  =  0, 
und  ich  erhalte  folgende  Resultate: 

El  =  2  «/2i^3/  —  2  ^'3^^2/  =  —  D  -iJii 
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E2  =^'bnPz> 


^^iilhi 


E3  =  ^  C;2i^,  —  2  C/3i?2/  = 


E4  =^  a,-3iJu 


^  anp'zi=  —  D-lhi 


Eß  =  2^  c,-3i)i ;  —  ^  CnPa i  =  0 


^  anP2. 


^ai.2p'u  =  —  I)-p.^ 


Es  =  ^  öaiJ2/  —  ^  hnP'u  = 
E,  =  ^  Cn  p2i  —  ^  c.-2iJi/  = 


Diese  Gleichungen  gelten  sicher,  solange  P  dritter  oder  zweiter 
Stufe  ist.  Wenn  sie  aber  auch  für  den  Fall  gültig  sind,  dafs  P 
auf  die  erste  Stufe  sinkt,  daim  mufs  für  diesen  Fall  entweder  D  =  0 
werden,  oder  ^^^  ^  P21  "^  Psi  =  ^-  ^^^  '^^^^  zeigen,  dafs  stets  einer 
dieser  Fälle  thatsächlich  eintrifft.     Ich  setze: 

[  ^Pi     ^Pi     i^Pi 
P=    XJJ2     Xp.^     ^p^ 

nh    hh    Hh 

Dann  ergiebt  sich  durch  Komposition  mit  den  Zeilen  in  Z): 
^  ^  <-hy.p    +  ft  ^  f^y-Py.  =  ^ 


A  y^  ihy.Py.  —  i^^  ttlypy.  =  0 
—  X  ^   (Uypy.  +    ■^  ^   fhyPy.  =  0. 


^1  = 

Ist  3f  4=  0,  SO  erhalte  ich: 

Ist  X  =  0,  so  ist 

Äi  =  i^2i  =  Ihi  =  ^;     q-  e.  d. 
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Somit  gelten  unsere  neun  Gleichungen  auf  voriger  Seite  unter 
allen  Umständen. 
Ich  bilde  nun 

y. 

Darin  bedeuten  die  Ey.i  die  Adjunkten  der  ersten  Spalte  in  E.  Diese 
Summe  hat  einerseits  den  Wert  E  ■  pn,  andererseits  ist  sie  aber 
auch  gleich 

—  ^{Pn^ii  +P2iEu  -\-2hi^n)- 

Demnach  erhalten  wir  die  Gleichung: 

E.pn  =  —  D  (p^^ E,^  +  i^äi E^  +  i?3i E,^) 
oder: 

E{P2iPzs—Ps2P23)  =  —  D  (ihiE^-,  +  i^nE^i  +  PaiE^), 

oder,  da  D-{-E=0  ist: 

P22PS3  —  P32  A3  =  Pn  En  +  Pn  ^ii  +  Psi  ^n  • 
Bezeichne  ich  die  Adjunkten  der  Elemente  von  D  mit  Da,  so  geht 
die  obige  Formel  über  in: 

As  Ao  ^  Ar,  As  =  Ai  Ai  +  A2  Ai  +  As  Ai  • 

Hätte  ich  mit  der  zweiten  Spalte  in  E  komponiert,  so  würde  sich 
ergeben  haben: 

As  A3  -  A9  A2  =  Ai  A2  +  A2^42  +  A3  A2. 

Ebenso  kann  ich  mit  den  übrigen  Spalten  komponieren,  und  so  er- 
geben sich  die  folgenden  neun  Formeln: 

^  1)    A5  Ao  -  Ae  A.  =  Ai  Ai  +  A2  Ai  +  A3  Ai 

*  2)   As  A3  -  Ab  A2  =  Al  A2  +  A2^42  +  A3  A2 

3)   A2  Ae  -  A3  A5  =  Al  A3  +  A2^43  +  A3A3 

4)  Ag  At  -  A9  A4  =  Al  A4  +  A2  A4  +  A3  A4 

5)  Ao  Ai  -  A3  At  =  Al  A5  +  A2  A5  +  A3  A5 

6)  A3  A4  -  Ae  Al  =  Al  Ag  +  A2  Ag  +  A3  Ag 
"0      A4A8  -  A5  At  =  Al  At  +  A2  At  +  AsAt 

8)  At  A2  -  As  Al  =  Al  As  +  A2^48  +  A3  As 

9)  Al  A5  -  A2  A4  =  Al  Ao  +  Ao  Ao  +  A3  Ao  • 

Ahnliche  Formeln  ergeben  sich,  wenn  ich  die  Elemente  von  P  aus 
den  Adjunkten  einer  andern  Zeile  in  D  bilde. 
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Bildet  man  die  Elemente  von  P'  aus  den  Adjunkten  der  ersten 
Zeile  in  E  und  komponiert  man  die  z/;.  mit  den  Adjunkten  der 
1.,  2.,  ...,  9.  Spalte  in  D,  so  erhält  man  Formeln,  die  aus  den 
obigen  neun  dadurch  hervorgehen,  dafs  man  Da-  mit  E.k  vertauscht. 

Wendet  man  diese  beiden  Gruppen  von  Formeln  auf  D-^^f  ^321 
an,  so  erhält  man: 

1)  0^15^19  —   Gi^G-is  =  G^u  Al  +  ^12A4+   ^13  A7 

2)  G^^Gy^  —   6^196^12  =  Ö-ll  Al  +   ^12A4+   ^13  At 

Ferner: 

1)  Ai  Ai  -  Ai  Ai  =  Ai  ^n  +  Ai  G^a  +  Ai  ^71 

2)  Ai  Ai  —  Ai  Ai  =  Ai  ^12  +  Ai  ^42  +  Ai  ^12 

u.  s.  w. 

Diese  Formeln  sind  sämtlich  unter  der  Voraussetzung  abgeleitet, 
dafs  D  von  Null  verschieden  ist.  Da  aber  D  nicht  identisch  ver- 
schwindet, so  behalten  sie  ihre  Gültigkeit  auch  für  den  Fall,  dafs 
D  verschwindet.  Sinkt  aber  D  unter  die  achte  Stufe,  so  werden 
alle  Dik  =  0  und  unsere  Formeln  enthalten  etwas  Selbstverständ- 
liches; es  fragt  sich  nun:  Gelten  die  abgeleiteten  Beziehungen  auch 
für  die  Elemente  der  unendlich  vielen  Substitutionsdeterminanten, 
die  sich  jetzt  bilden  lassen?  Dies  läfst  sich  ohne  grofse  Schwierig- 
keit nachweisen.  Ich  betrachte  beispielsweise  die  erste  und  vierte  Zeile 
von  D  als  lineare  Kombinationen  der  übrigen  Zeilen.  Setze  ich  nun 
%i  -|-  ^  an  die  Stelle  von  x,  so  wird  D  achter  oder  neunter  Stufe. 
In  beiden  Fällen  gelten  die  abgeleiteten  Gleichungen  für  die  nun 
auftretenden  Da-  und  E'ik-  Da  diese  aber  durch  entsprechende  Kom- 
position mit  sieben  Zeilen,  bezw.  Spalten,  die  Summe  Null  liefern, 
so  geschieht  dies  auch  durch  Komposition  mit  den  beiden  übrigen 
Zeilen,  bezw.  Spalten,  da  diese  ja  lineare  Kombinationen  der  übrigen 
sind.  Die  Da-  kann  ich  daher  auffassen  als  die  Elemente  einer  der 
unendlich  vielen  Substitutionsdeterminanten  P,  und  die  E'n,  als  die- 
jenigen von  einer  der  Substitutionsdeterminanten  P.  Somit  gelten 
unsere  abgeleiteten  Gleichungen  auch  jetzt  noch. 

Endlich  möchte  ich  durch  eine  einfache  Betrachtung  noch  einige 
Determinanten -Identitäten  ableiten.  Ich  führe  in  D  an  die  Stelle 
von  a3i  den  Wert  ög^  -\-  x  ein.  Der  Wert  der  neuen  Determinante 
sei  D'.     Nun  ist  aber: 

B'  =  B-\-x{I)^  —  A,)  -  x^ Du,u 
E'  =  E-\-x  (Ag  -  A9)  -  ^^  -£'^9,76. 
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Da  !)'-{-  E'  =  0  ist,  so  folgt: 

(1)  D,,-E,,-\-E,,-E,,  =  0     und 

(2)  Ami +  ^49,76  =  0. 

Wenn  man  in  (2)  nach  dem  gleichen  Grundsatz  weiter  operiert,  so 
findet  man  ähnliche  Identitäten  zwischen  Determinanten  6.  und 
5.  Grades  u.  s.  f. 


Berichtigungen. 
S.  6  Z.  10  von  oben:  &^^.   statt  fc^^. 
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Lebenslauf. 


Ich,  Philipp  Maennchen,  Sohn  des  Landwirts  Johann 
Maennchen,  wurde  am  11.  Oktober  1869  zu  Hohen-Sülzen  (Kreis 
Worms)  geboren.  Vom  6.  bis  14.  Jahre  besuchte  ich  die  Volksschule 
zu  Hohen-Sülzen,  trat  Ostern  1885  in  die  erste  Klasse  der  Realschule 
zu  Worms  und  Herbst  1886  in  Unterprima  des  Realgymnasiums  zu 
Mainz  ein.  Die  letztgenannte  Anstalt  verliefs  ich  Herbst  1888  mit 
dem  Zeugnis  der  Reife.  Im  November  desselben  Jahres  erhielt  ich 
eine  Stelle  als  Schulverwalter  an  der  Stadt-Mädchenschule  in  Giefsen, 
und  in  dieser  Stellung  blieb  ich  bis  zum  1.  Mai  1894.  Zu  Beginn 
des  Wintersemesters  1889/90  liefs  ich  mich  an  der  Landes-Universität 
immatrikulieren.  Da  mir  jedoch  mein  Lehramt  keine  Zeit  zum  Besuch 
der  Kollegien  gestattete,  so  liefs  ich  mich  mehrere  Semester  beurlauben. 

In  den  Jahren  1892  und  1893  war  es  mir  möglich,  einige  Vor- 
lesungen über  Mathematik,  Physik  und  deutsche  Litteratur  zu  hören. 

Nach  meinem  Austritt  aus  dem  Schuldienst  studierte  ich  Mathe- 
matik, Physik,  Geographie  und  deutsche  Sprache  und  besuchte  zu  diesem 
Zweck  die  Vorlesungen  und  Übungen  der  Herren :  Behaghel,  Fromme, 
Heffter,  Himstedt,  Netto,  Pasch,  Schiller,  Siebeck,  Sievers, 
Wiener. 

Am  1.  Juli  1896  wurde  die  von  mir  verfafste  Abhandlung  über 
„Invarianten  eines  Systems  von  drei  bilinearen  ternären  Formen"  von 
der  philosophischen  Fakultät  mit  dem  Preise  gekrönt.  In  der  vor- 
liegenden Dissertation  ist  der  Inhalt  der  genannten  Abhandlung  voll- 
ständig aufgenommen  worden.  Neu  hinzugekommen  sind  noch  einige 
Zusätze  und  Erweiterungen. 

Im  August  1896  bestand  ich  die  Staatsprüfung  für  das  höhere 
Lehramt.  Mit  Rücksicht  auf  meine  frühere  Lehrthätigkeit  erliefs  mir 
das  Grofsh.  Ministerium  des  Innern  das  erste  Accefsjahr,  und  am 
1.  Oktober  1896  wurde  mir  die  provisorische  Verwaltung  einer  Lehrer- 
stelle  am  Realgymnasium  und   der  Realschule  zu   Mainz   übertragen. 
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oA  Lebenslauf. 

Am  21.  September  d.  J.  erhielt  ich  die  iirovisorische  Verwaltung 
einer  Lehrerstelle  an  der  Realschule  zu  Bingen,  und  in  dieser  Stellung 
befinde  ich  mich  zur  Zeit. 

Allen  meinen  Lehrern  bin  ich  zu  grofsem  Danke  verpflichtet, 
insl)esondere  aber  dem  Herrn  Prof.  Pasch,  der  die  Anregung  zu  der 
vorliecrenden  Dissertation  gab  und  mich  bei  der  Ausarbeitung  der- 
selben mit  seinem  geschätzten  Rate  unterstützte. 


Bingen,  11.  November  1897. 


Ph.  Maennclien, 

Lehramtsaccessist. 
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